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ΑΣΚΗΣΕΙΣ ΣΤΗΝ ΥΠΕΡΒΟΛΗ       
  
             
 
 
 

1.  Να βρεθούν οι εξισώσεις των εφαπτοµένων στην υπερβολή x y2 2

9 4
1− = που είναι 

παράλληλες προς την ευθεία 3x-4y-1=0 
 

2.  Να βρεθεί η θέση της ευθείας 2x-3y=µ ως προς την υπερβολή 
x

y
2

2

4
1− = για τις 

διάφορες τιµές του πραγµατικού αριθµού µ. 

3.  Να βρεθούν οι εξισώσεις των εφαπτοµένων στην υπερβολή x y2 2

9 4
1− = που είναι κάθετες 

µε την ευθεία x-y-2=0. 
  
4.  Να βρεθούν οι εξισώσεις των εφαπτοµένων της ισοσκελούς υπερβολής x2-y2=1 που 
άγονται από το σηµείο Α(1,7). 

 
5. ∆ίνεται η εξίσωση 9x2-16y2-18x-64y-199=0. Να δειχθεί ότι η εξίσωση παριστάνει   
   υπερβολή, να βρεθουν τα στοιχεία της και να παρασταθεί γραφικά 

6.  Θεωρούµε την υπερβολή µε εξίσωση x

a

y

b

2

2

2

2
1− = . Να υπολογισθεί η γωνία των 

ασυµπτώτων της συναρτήσει των α και β. 
 
7. Να δειχθεί ότι η γωνία των ασυµπτώτων µιας υπερβολής µε ε=2 είναι 60ο 
 

8.∆ίνεται η έλλειψη x y2 2

25 16
1+ = . Να βρεθεί η εξίσωση της ισοσκελούς υπερβολής που   

   έχει τις ίδιες εστίες µε την έλλειψη. 
 

9.∆ίνεται η υπερβολή x

a

y

b

2

2

2

2
1− = . Να δειχθεί ότι το τµήµα της εφαπτοµένης σε τυχαίο 

σηµείο της Μ(x0,y0) που περιέχεται µεταξύ των ασυµπτώτων της διχοτοµείται από το Μ. 
 
10. Να δειχθεί ότι το τρίγωνο που σχηµατίζεται από τις ασύµπτωτες της υπερβολής 

x

a

y

b

2

2

2

2
1− = και την εφαπτοµένη της σε τυχαίο σηµείο της έχει σταθερό εµβαδό. 

 
11. Να βρεθεί η εξίσωση της υπερβολής µε εστιακή απόσταση 10 και εξισώσεις 
ασύµπτωτων 
      ε1: 4x-3y=0 και ε2: 4x+3y=0 
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12. ∆ίνεται η υπερβολή µε εξίσωση x

a

y

b

2

2

2

2
1− = . Να δείξετε ότι το γινόµενο των   

      αποστάσεων ενός τυχαίου σηµείου της από τις ασύµπτωτες της είναι ίσο µε a b

a b

2 2

2 2+
  

 

13. ∆ίνεται η υπερβολή µε εξίσωση x

a

y

b

2

2

2

2
1− = . Εστω ότι ε1 και ε2 οι εφαπτοµένες της   

 υπερβολής που άγονται από το σηµείο Μ(x0,y0). Να δείξετε ότι η ευθεία που περνά από 

τα σηµεία επαφής των εφαπτοµένων της υπερβολής έχει εξίσωση 
x x

a

y y

b
0
2

0
2

1− = .  

14. Έστω η υπερβολή x

a

y

b

2

2

2

2
1− = . Έστω ότι Κ , Λ είναι δύο σηµεία της που βρίσκονται στην 

ίδια ευθεία µε την αρχή Ο. Να δειχθεί ότι οι παράλληλες προς τις ασύµπτωτες της 
υπερβολής που άγονται από τα Κ και Λ τέµνονται σε ένα σηµείο Ρ που ανήκει στη 
συζυγή υπερβολή.  

 

15. ∆ίνεται η υπερβολή µε εξίσωση x

a

y

b

2

2

2

2
1− = . Αν οι ασυµπτωτες της σχηµατίζουν γωνία 

60ο να βρεθεί η εκκεντρότητα της υπερβολής.  
 

16. ∆ίνεται η υπερβολή x

a

y

b

2

2

2

2
1− = . Να δειχθεί ότι κάθε ευθεία παράλληλη προς την 

ασύµπτωτη τέµνει την υπερβολή σε ένα σηµείο. 
   
17.Να δείξετε ότι οι εφαπτόµενες στα κοινά σηµεία µιας έλλειψης και µιας υπερβολής   
     που έχουν τις ίδιες εστίες είναι κάθετες.  
 
18.∆ίνεται η υπερβολή µε εξίσωση 9x2-16y2=144, µε εστίες Ε1 και Ε2. ∆ίνεται και το    
    σηµείο Μ(λ,µ) της υπερβολής.   
     α.Να βρεθεί η εξίσωση της ευθείας που περνά από τα σηµεία Μ και Ε1 και της   
        ευθείας που περνά από τα σηµεία Μ και Ε2. 
     β. Να προσδιορισθύν τα σηµεία Μ για τα οποία οι προηγούµενες ευθείες είναι   
         κάθετες µεταξύ τους. 
 

19. Εστω η υπερβολή x

a

y

b

2

2

2

2
1− = . Να δείξετε ότι το εµβαδόν του παραλληλογράµµου που 

σχηµατίζεται από τις ασύµπτωτες της υπερβολής και από τις ευθείες που άγονται 
παράλληλες από σηµείο της υπερβολής προς τις ασύµπτωτες είναι σταθερό. 

 
20. Να βρεθούν τα σηµεία της υπερβολής χ2-ψ2=1 που έχουν την ελάχιστη απόσταση από το 
σηµείο Α(0,1). 

 

21. ∆ίνεται η υπερβολή x y2 2

4 2
1− = και η ευθεία 3x+4y-1=0. Αφού διαπιστώσετε ότι η 

υπερβολή και η ευθεία δεν έχουν κανένα κοινό σηµείο να βρεθεί σηµείο Μ της 
υπερβολής ώστε η απόσταση του από την ευθεία να ειναι η ελάχιστη. 
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22. Έστω η υπερβολή x

a

y

b

2

2

2

2
1− = και ένα τυχαίο σηµείο της Μ διαφορετικό από τις κορυφές. 

Φέρνουµε την εφαπτόµενη ε1 της υπερβολής στο Μ και την ευθεία ε2 που είναι κάθετη 
στην ε1 στο Μ. Η ε2 τέµνει τους άξονες x΄x και y΄y στα σηµεία Α και Β αντίστοιχα. Να 
αποδείξετε ότι ο γεωµετρικός τόπος του µέσου του τµήµατος ΑΒ είναι µια υπερβολή της 
οποίας να εκφράσετε την εκκεντρότητα σαν συνάρτηση της εκκεντρότητας ε της αρχικής 
υπερβολής. 

 

23. Έστω η υπερβολή x

a

y

b

2

2

2

2
1− = και ένα τυχαίο σηµείο της Α. Από το Α φέρνουµε τις 

παράλληλες προς τις ασύµπτωτες της υπερβολής που τις τέµνουν στα σηµεία Μ και Ν. 
Να αποδείξετε ότι το γινόµενο (ΑΜ)(ΑΝ) είναι σταθερό. 

 
24. ∆ίνεται η ισοσκελής υπερβολή x2-y2=α2 και Μ τυχαίο σηµείο της. Να αποδείξετε ότι 

M E M E M O
→ → →

⋅ ′ =
2

 όπου Ε και Ε΄ οι εστίες της υπερβολής. 

 
25. Εάν ε και ε1 οι εκκεντρότητες δυο συζυγών υπερβολών, να αποδείξετε ότι  

      α. ε
ε

ε
1 2 1
=

−
  

      β. Να βρεθεί ο γεωµετρικός τόπος των σηµείων Μ
1 1

1ε ε
,









  

 
26. Να βρεθούν τα σηµεία της υπερβολής x2-y2=1 τα οποία απέχουν από το σηµείο (0,1) την 
ελάχιστη απόσταση. 

 

27. Να βρεθεί το σηµείο της υπερβολής 
x y2 2

24 18
1− = το οποίο απέχει την ελάχιστη απόσταση 

από την ευθεία ε : 3x+2y+1=0. 
 

28. Θεωρούµε την ισοσκελή υπερβολή x2-y2=
2

2ln2

1







 . Έστω τα σηµεία Α(x1,y1) και 

Β(x2,y2) µε x1≠y1, του ενός κλάδου της. Αν Μ(x0,y0) είναι το µέσο του ΑΒ , να δειχθεί ότι 

η ΑΒ τέµνει τον άξονα xx΄ στο σηµείο 











 −
0,

x

yx

0

2
0

2
0    

 
29. Να βρεθούν τα σηµεία της υπερβολής x2-y2=1 που έχουν την ελάχιστη απόσταση από το  
σηµείο Α(0,α) όπου α η πιθανότητα του ενδεχοµένου Α < Ρίχνω 2 ζάρια και παίρνω 
άθροισµα ενδείξεων 7 >. 

 

30. Έστω η ισοσκελής υπερβολή 
2

xy
2α

=  και τα σηµεία της Α, Β, Γ που ορίζουν τρίγωνο.  

Να δείξετε ότι το ορθόκεντρο του τριγώνου ΑΒΓ είναι σηµείο της υπερβολής. 
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